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I.
スカラーの共変微分は偏微分に一致するので、

∇µ(A
νBν) = ∂µ(A

νBν)

= (∂µA
ν)Bν +Aν(∂µBν) (積の微分)

(1.1)

となる。また、共変微分についても Leibniz則（積の微分）が成り立つことを要請すると

∇µ(A
νBν) = (∇µA

ν)Bν +Aν(∇µBν) (1.2)

となる。式 (1.1), (1.2)を比較すると、

(∇µA
ν)Bν +Aν(∇µBν) = (∂µA

ν)Bν +Aν(∂µBν) (1.3)

よって
Aν(∂µBν −∇µBν) = (∇µA

ν − ∂µA
ν)Bν (式 (1.3)の両辺を移項)

= Γν
αµA

αBν (ベクトルの共変微分)
= Γα

νµA
νBα (添字の変更)

Aν は任意なので、

∂µBν −∇µBν = Γα
νµBα

これを整理すると、

∇µBν = ∂µBν − Γα
νµBα
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II.
(1)

行列 Gを (µ, ν)成分が gµν の行列と定める。このとき、G−1 の (µ, ν)成分は gµν である。

G =


g11 g12 · · · g1n
g21 g22 · · · g2n
...

... . . . ...
gn1 gn2 · · · gnn

 , G−1 =


g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n

...
... . . . ...

gn1 gn2 · · · gnn


また、行列 δGを (µ, ν)成分が δgµν の行列と定める。

δG =


δg11 δg12 · · · δg1n
δg21 δg22 · · · δg2n

...
... . . . ...

δgn1 δgn2 · · · δgnn


δg は

δg = det(G+ δG)− det(G) (2.1)

である。G+ δG = G(E +G−1 δG)であるから、

det(G+ δG) = det(G(E +G−1 δG))

= det(G) det(E +G−1 δG︸ ︷︷ ︸
δH

) (積の行列式) (2.2)

ここで、行列 δH を δH = G−1 δGと定める。δH の (µ, ν)成分を δhµ
ν とすると、

δhµ
ν = gµλ δgλν (行列積の定義) (2.3)

となる。det(E + δH)について、

E + δH =


1 + δh1

1 δh1
2 · · · δh1

n

δh2
1 1 + δh2

2 · · · δh2
n

...
... . . . ...

δhn
1 δhn

2 · · · 1 + δhn
n


であり、δhµ

ν の 2次以上の項は無視すると、対角成分のみが残る。よって、

det(E + δH) = (1 + δh1
1)(1 + δh2

2) · · · (1 + δhn
n)

= 1 + δh1
1 + δh2

2 + · · ·+ δhn
n (δhの 2次以上の項を無視)

= 1 + δhµ
µ (Einsteinの縮約記法)

となる。g = det(G)とおき、式 (2.1), (2.2)に戻してやると、
det g = det(G+ δG)− det(G)

= g δhµ
µ

= ggµλ δgλµ (hµ
ν の定義 (2.3))

= ggµν δgµν (gµν は対称)

■
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(2)

(1)の結果を用いると、

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg

= − 1

2
√
−g

ggµν δgµν ((1)の結果)

=
1

2

√
−ggµν δgµν

(2.4)

ここで、gµλgλν = δµν (G−1G = E)で不変であるから、

0 = δgµλgλν = δgµλgλν + gµλ δgλν

∴ gµλ δgλν = − δgµλgλν

和をとり、gµν が対称であることを用いると

gµν δgµν = − δgµνgµν

となる。
式 (2.4)に代入すると、

δ
√
−g = −1

2

√
−g δgµνgµν

■
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(3)

左辺について、

∇µA
µ = ∂µA

µ + Γµ
λµA

λ

= ∂µA
µ +

1

2
gµν(gµν,λ + gλν,µ − gλµ,ν )A

λ (接続係数の定義)

ここで、gµν が対称であることを用いると、

gµνgλν,µA
λ = gµνgλµ,νA

λ

であるから、

∇µA
µ = ∂µA

µ +
1

2
gµνgµν,λA

λ (2.5)

右辺について、式 (2.4)より

∂λ
√
−g =

1

2

√
−ggµν ∂λgµν (2.6)

であることを用いると、
1√
−g

∂λ(
√
−gAλ) = ∂λA

λ +
1√
−g

Aλ ∂λ
√
−g (積の微分)

= ∂λA
λ +

1

2
gµνAλgµν,λ (式 (2.6))

(2.7)

式 (2.5), (2.7)を比較すると、

∇µA
µ =

1√
−g

∂λ(
√
−gAλ)

■
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III.
計量の非零成分は

grr = 1, gθθ = r2

であり、計量の逆行列の非零成分は

grr = 1, gθθ = r−2

である。よって、gµν,λ の非零成分は

gθθ,r = 2r

である。
以上を用いると、非零成分は Γr

θθ,Γ
θ
θr,Γ

θ
rθ の 3つである。

Γr
θθ =

1

2
grr

(
grθ,θ + grθ,θ − gθθ,r

)
= −r

Γθ
θr =

1

2
gθθ

(
gθθ,r + gθr,θ − gθr,θ

)
= r−1

対称性より

Γθ
rθ = Γθ

θr = r−1
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IV.
■解法 1

∇µgαβ = gαβ,µ − 1

2
gνλgβν

(
gλα,µ + gλµ,α − gαµ,λ

)
− 1

2
gνλgαν

(
gλβ,µ + gλµ,β − gβµ,λ

)
ここで、

gνλgβν = δλβ , gνλgαν = δλα

であるから、

∇µgαβ = gαβ,µ − 1

2

(
gβα,µ + gβµ,α − gαµ,β

)
− 1

2

(
gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α

)
= 0

■

■解法 2 計量の定義 gαβ = eα · eβ より

∂µgαβ = (∂µeα) · eβ + eα · (∂µeβ) (積の微分)
= Γλ

αµeλ · eβ + eα · Γλ
βµeλ (接続係数の定義)

= Γλ
αµgλβ + Γλ

βµgαλ (計量の定義)

が成り立つ。よって、

∇µgαβ = ∂µgαβ − Γλ
αµgλβ − Γλ

βµgαλ = 0

■
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V.
■共変微分 計量、計量の逆行列および接続係数の非零成分は

grr = 1, gθθ = r2, gzz = 1

grr = 1, gθθ = r−2, gzz = 1

Γr
θθ = −r, Γθ

θr = Γθ
rθ = r−1

である。
以上から、共変微分を計算すると

∇rA
r = ∂rA

r

∇θA
θ = ∂θA

θ + Γθ
rθA

r = ∂θA
θ + r−1Ar

∇zA
z = ∂zA

z

より、

∇µA
µ = ∂rA

r + r−1Ar + ∂θA
θ + ∂zA

z

である。

■通常のベクトル解析との比較 通常のベクトル解析において、ベクトル場 F の発散は

divF = ∂rFr + r−1Fr + r−1 ∂θFθ + ∂zFz

が成り立つ。ここで、下線部が一般のテンソル解析の発散と異なることがわかる。これは、基底の取り方が異
なるためである。
通常のベクトル解析では、Euclid計量を入れるため、各点における基底ベクトルを元の Euclid空間におい

て長さが 1であるようにとる。点 pにおけるベクトル F を

F = Frer + Fθeθ + Fzez

と成分分解したとき、そのノルムは

∥F ∥2 = F 2
r + F 2

θ + F 2
z

で与えられる。一方、一般のテンソル解析では、各点における基底ベクトルは、その点における計量によって
定まる。したがって、点 pにおけるベクトルAを

A = Ar ∂

∂r
+Aθ ∂

∂θ
+Az ∂

∂z

と成分分解したとき、そのノルムは

g(A,A) = (Ar)
2
+ r2

(
Aθ

)2
+ (Az)

2

で与えられる。このように、基底ベクトルの取り方が異なるため成分も異なり、divF と∇µA
µ の表現の違い

に現れる。ここでは、FrA
r, Fθ = rAθ, Fz = Az とすれば、辻褄が合うことがわかる。
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VI.
■結果

LξAν = ξλAν,λ + ξλ,νAλ

■導出 点 pにおける Lie微分を考える。任意の ε ̸= 0を与える。座標系 xµ に対し、新しい座標系 x̄µ を次
のように定める。点 q の新しい座標値 x̄µ

q を、ξµ が接ベクトルとなっている曲線上を q から εだけ戻った点 p

の古い座標値 xµ
p とする。このとき、ε → 0のときに εの 1次に満たない項を無視すると、

x̄µ
q := xµ

p = xµ
q − εξµ(xp) (6.1)

が成り立つ。ただし、Taylor展開より εξµ(xp) = εξµ(xq)とできる。
1形式 Aν に対し、新しい 1形式 Ãν を次のように定める。

Ãν(xp) := Āν(x̄q)

座標変換を行って

Ãν(xp) =
∂xµ

q

∂x̄ν
q

Aµ(xq)

座標の定義 (6.1)より

Ãν(xp) =
∂(xµ

p + εξµ(xp))

∂xν
p

Aµ(xp + εξ(xp))

Ãµ は座標の関数、つまり n次元のとき n変数関数だから、Taylor展開すると

Ãν(xp) =
(
δµν + εξµ,ν (xp)

)(
Aµ(xp) + εξλ(xp)Aµ,λ(xp)

)
= Aν(xp) + εξλ(xp)Aν,λ(xp) + εξµ,ν (xp)Aµ(xp)

点 pは任意であるから

Ãν = Aν + εξλAν,λ + εξλ,νAµ

よって、Lie微分は

LξAν = lim
ε→0

Ãν −Aν

ε

= ξλAν,λ + ξλ,νAλ
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VII.
全問と同様に、

Lξgµν = ξλgµν,λ + ξλ,µgλν + ξλ,ν gµλ

= ξλgµν,λ +
(
∇µξ

λ − Γλ
αµξ

α
)
gλν +

(
∇νξ

λ − Γλ
ανξ

α
)
gµλ

= gλν∇µξ
λ + gµλ∇νξ

λ + ξα
(
gµν,α − Γλ

αµgλν − Γλ
ανgµλ

)
= ∇µ(gλν ξ

λ) +∇ν(gµλξ
λ) + ξα∇αgµν

= ∇µξν +∇νξµ
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