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I.
まだ

II.
■Riemannテンソル 接続係数は演習問題第 4回の問 IIIで求めた通りである。Riemannテンソルの独立成分で、Ricciテンソルの導出
に必要なものは 18成分である。それらを計算すると、非零成分は以下の通りである。
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bḃċ
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計量 gµν が対角型であるから、各成分の添字の上げ下げは簡単である。計算の簡単のため、添字を上げる。
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■Ricciテンソル Ricciテンソル Rµ
ν は以下で定義される。

Rµ
ν = Rαµ

αν

非零成分は以下の通りである。
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■Ricciスカラー Ricciスカラー Rは以下で定義される。

R = Rµ
µ

計算すると、
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ḃċ
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■Einsteinテンソル Einsteinテンソル Gµ
ν は以下で定義される。

Gµ
ν = Rµ

ν − 1

2
δµνR

非零成分は以下の通りである。
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■Einstein方程式 真空の Einstein方程式は以下で与えられる。

Gµ
ν = 0

非零の式は以下の通りである。

ȧḃ
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ä

a
+

ċȧ
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■解 a(t) = tp1 , b(t) = tp2 , c(t) = tp3 が与えられたとすると、Einstein方程式は以下の式に書き換えられる。

p1p2 + p2p3 + p3p1 = 0 (2.1)
p2(p2 − 1) + p3(p3 − 1) + p2p3 = 0 (2.2)
p3(p3 − 1) + p1(p1 − 1) + p3p1 = 0 (2.3)
p1(p1 − 1) + p2(p2 − 1) + p1p2 = 0 (2.4)

式 (2.2)より

(p2 + p3)
2 − p2p3 − (p2 + p3) = 0

が成り立つ。ここで、式 (2.1)より

p2p3 = −p1(p2 + p3)

を代入して

(p2 + p3)
2 + p1(p2 + p3)− (p2 + p3) = 0

よって

(p2 + p3)(p1 + p2 + p3 − 1) = 0

が成り立つ。式 (2.3), (2.4)についても同様であるから、Einstein方程式は次式で言い換えられる。

p1p2 + p2p3 + p3p1 = 0

(p2 + p3)(p1 + p2 + p3 − 1) = 0

(p3 + p1)(p1 + p2 + p3 − 1) = 0

(p1 + p2)(p1 + p2 + p3 − 1) = 0

ここで、場合分けを行う。

• p1 + p2 + p3 = 1のとき

p21 + p22 + p23 = (p1 + p2 + p3)
2 − 2(p1p2 + p2p3 + p3p1) = 1

• p1 + p2 + p3 ̸= 1のとき

p2 + p3 = 0, p3 + p1 = 0, p1 + p2 = 0

∴ p1 = p2 = p3 = 0

以上より、解は点

p1 = p2 = p3 = 0

あるいは平面と球面の交わり

p1 + p2 + p3 = 1

p21 + p22 + p23 = 1

である。

■分かること 対称性などから計量の形がわかれば、Einstein方程式から計量を具体的に導くことができる。
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