
一般相対性理論 演習問題 第 7回
2243117S 佐野博亮

2024年 7月 6日

I.
■運動方程式

SEH =

∫
dx4√−gR =

∫
dx4√−ggµνRµν

Sm = −1

2

∫
dx4√−ggµν ∂µϕ∂νϕ

とおく。
SEH の変分は

δSEH =

∫
dx4

[
δ
√
−gR+

√
−g δgµνRµν +

√
−ggµν δRµν

]
ここで、δSEH の第 3項について、表面項を 0として∫

dx4√−ggµν δRµν =

∫
dx4√−ggµν

(
∇λ δΓ

λ
µν −∇ν δΓ

λ
µλ

)
=

∫
dx4√−g∇λ

(
gµν δΓλ

µν − gµλ δΓν
µν

)
= 0

であるから、Einsteinテンソル Gµν = Rµν − 1
2gµνRを用いると

δSEH =

∫
dx4√−g δgµν

[
Rµν − 1

2
gµνR

]
=

∫
dx4√−g δgµνGµν (1.1)

Sm の変分は

δSm = −1

2

∫
dx4

[
δ
√
−ggµν ∂µϕ∂νϕ+

√
−g δgµν ∂µϕ∂νϕ+

√
−ggµν ∂µδϕ ∂νϕ+

√
−ggµν ∂µϕ∂νδϕ

]
ここで、δSm の第 3項と第 4項は等しく、これについて、表面項（下線部）を 0として∫

dx4√−ggµν ∂µδϕ ∂νϕ =

∫
dx4√−ggµν ∂νϕ∇µδϕ

=

∫
dx4√−g∇µ(g

µν ∂νϕ δϕ)−
∫

dx4√−g δϕ∇µ(g
µν ∂νϕ)

=

∫
dx4√−g δϕ ∇µ∇µϕ

であるから、

δSm =

∫
dx4√−g

[
δgµν

{
1

4
gµνg

αβ ∂αϕ∂βϕ− 1

2
∂µϕ∂νϕ

}
+ δϕ ∇µ∇µϕ

]
(1.2)

式 (1.1), (1.2)より、運動方程式は

Gµν +
1

4
gµνg

αβ ∂αϕ∂βϕ− 1

2
∂µϕ∂νϕ = 0

∇µ∇µϕ = 0

■エネルギー・運動量テンソル エネルギー・運動量テンソル Tµν は

Tµν = −2
δSm
δgµν

= −1

2
gµνg

αβ ∂αϕ∂βϕ+ ∂µϕ∂νϕ

1



II.

SEH =

∫
dx4√−gR

SM = −1

4

∫
dx4√−ggµνgαβFµαFνβ

とおく。
SEH の変分は式 (1.1)で与えられる。
SM の変分は

δSM = −1

4

∫
dx4

[
δ
√
−ggµνgαβFµαFνβ +

√
−g δgµνgαβFµαFνβ +

√
−ggµν δgαβFµαFνβ

+
√
−ggµνgαβ δFµαFνβ +

√
−ggµνgαβFµα δFνβ

]

ここで、gµν の対称性および Fµν の反対称性より、第 2項と第 3項は等しく、第 4項と第 5項は等しい。よって

δSM = −1

4

∫
dx4

[
δ
√
−ggµνgαβFµαFνβ + 2

√
−g δgµνgαβFµαFνβ + 2

√
−ggµνgαβ δFµαFνβ

]
ここで、第 3項について∫

dx4√−ggµνgαβ δFµαFνβ =

∫
dx4√−ggµνgαβFνβ δ(∂µAα − ∂αAµ)

=

∫
dx4√−ggµνgαβFνβ (∂µ δAα − ∂α δAµ)

=

∫
dx4√−ggµνgαβFνβ

(
∇µ δAα −∇α δAµ

)
Fµν の反対称性より∫

dx4√−ggµνgαβ δFµαFνβ = 2

∫
dx4√−ggµνgαβFνβ ∇µ δAα

= 2

∫
dx4√−g∇µ

(
gµνgαβFνβ δAα

)
− 2

∫
dx4√−g δAα∇µ

(
gµνgαβFνβ

)
下線部は表面項であるから 0として∫

dx4√−ggµνgαβ δFµαFνβ = −2

∫
dx4√−g δAα∇µF

µα

よって

δSM = −1

4

∫
dx4

[
δgµν

(
−1

2
gµνg

λρgαβFλαFρβ + 2gαβFµαFνβ

)
− 4 δAα∇µF

µα

]
(2.1)

式 (1.1), (2.1)より、運動方程式は

Gµν +
1

8
gµνg

λρgαβFλαFρβ − 1

2
gαβFµαFνβ = 0

∇µF
µα = 0

■エネルギー・運動量テンソル エネルギー・運動量テンソル Tµν は

Tµν = −2
δSM
δgµν

= gαβFµαFνβ − 1

4
gµνg

λρgαβFλαFρβ

2


