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微分形式の引き戻し

0-形式の引き戻し（6.1章）

F : N → M を多様体の間の滑らかな写像、f をM 上の 0-形式とする。このとき、F によ

る f の引き戻し F ∗f は、N 上の 0-形式である。

F ∗f : N → R

p 7→ f(F (p))

N M

R

F

F ∗f
f
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微分形式の引き戻し

k-線形写像の引き戻し（10.3章）

L : V → W を線形写像、kを正の整数とする。このとき、引き戻し写像

L∗ : Ak(W ) → Ak(V )を次のように定義する。任意の f ∈ Ak(W )および v1, . . . , vkに対して

(L∗f)(v1, . . . , vk) = f(L(v1), . . . , L(vk)).
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F : N → M を多様体の間の滑らかな写像とすると、点 p ∈ N における微分

F∗,p : TpN → TF (p)M は線形写像であるから、F∗,pの引き戻し写像を定義できる。

(F∗,p)
∗ : Ak(TF (p)M) → Ak(TpN)

微分形式は各点においてコベクトルであるから、微分形式の引き戻しはコベクトルの引き

戻しを用いて定義できる。

コベクトルの引き戻し

F : N → M を多様体の間の滑らかな写像、ωF (p)をM 上の点 F (p)における k-コベクト
ルとする。このとき、ωの引き戻し (F∗,p)

∗ωF (p)は、N 上の点 pにおける k-コベクトルであ
る。任意のX1,p, . . . , Xk,p ∈ TpN に対して、(

(F∗,p)
∗ωF (p)

)
(X1,p, . . . , Xk,p) = ωF (p)(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p)).
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微分形式の引き戻し

F : N → M を多様体の間の滑らかな写像、ωをM 上の k-形式とする。このとき、ωの引

き戻し F ∗ωは、N 上の k-形式である。任意の点 p ∈ N に対して

(F ∗ω)p = (F∗,p)
∗ωF (p).

すなわち、任意の p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN に対して

(F ∗ω)p(X1, . . . , Xk) = ωF (p)(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p)).

(TpN)k
(
TF (p)M

)k
R

(F∗)
k

(F ∗ω)p

ωF (p)
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引き戻しの線型性

命題 18.9

F : N → M を多様体の間の滑らかな写像、ω, τ をM 上の k-形式、aを実数とする。この

とき、次の等式が成り立つ。

1. F ∗(ω + τ) = F ∗ω + F ∗τ

2. F ∗(aω) = aF ∗ω
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証明 (1)

任意の p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN に対して

(F ∗(ω + τ))p(X1, . . . , Xk)

= (ω + τ)(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p))

= ω(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p)) + τ(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p))

= (F ∗ω)p(X1, . . . , Xk) + (F ∗τ)p(X1, . . . , Xk)

= ((F ∗ω)p + (F ∗τ)p)(X1, . . . , Xk)

= (F ∗ω + F ∗τ)p(X1, . . . , Xk).

p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN は任意であるから F ∗(ω + τ) = F ∗ω + F ∗τ が成り

立つ。 �
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証明 (2)

任意の p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN に対して

(F ∗(aω))p(X1, . . . , Xk)

= (aω)(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p))

= aω(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk,p))

= a(F ∗ω)p(X1, . . . , Xk)

= (a(F ∗ω)p)(X1, . . . , Xk)

= (aF ∗ω)p(X1, . . . , Xk).

p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN は任意であるから F ∗(aω) = aF ∗ωが成り立つ。 �
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引き戻しの滑らかさ

k = 0, 1の場合を除き、滑らかな k-形式の引き戻しが滑らかであるかどうかは未だ議論し
ていない。これは 19.5章で扱うことにする。
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