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微分形式の楔積

コベクトルの楔積（3.7章）

V を線形空間、f ∈ Ak(V ), g ∈ Al(V )とする。このとき、f ∧ g ∈ Ak+l(V )を次のように

定義する。任意の v1, . . . , vk+l ∈ V に対して

(f ∧ g)(v1, . . . , vk+l) =
1

(k + l)!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)f(vσ(1), . . . , vσ(k))g(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).
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微分形式は各点においてコベクトルであるから、微分形式の楔積はコベクトルの楔積を

用いて定義できる。

微分形式の楔積

M 上の k-形式 ωと l-形式 ηに対して、楔積 ω ∧ ηは (k + l)-形式である。任意の p ∈ M

に対して

(ω ∧ η)p = ωp ∧ ηp.
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命題 18.10

ω, τ が共に滑らかな微分形式であるとき、ω ∧ τ も滑らかな微分形式である。
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証明

任意のM 上のチャート (U, x1, . . . , xn)を与える。命題 18.7より、ω, τ は滑らかな係数

aI , bJ を用いて ω = aI dxI , τ = bJ dxJ と表される。したがって、ω ∧ τ は

ω ∧ τ =
∑

I∈Ik,n

∑
J∈Il,n

aIbJ dxI ∧ dxJ

=
∑

K∈Ik+l,n

( ∑
I∪J=K

aIbJ sgn(σI,J)

)
dxK

と表される。ここにおいて、すべての dxK の係数は滑らかであるから、命題 18.7より、
ω ∧ τ は滑らかな微分形式である。 �
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命題 18.11

F : N → M を多様体の間の滑らかな写像、ωをM 上の k-形式、τ をM 上の l-形式とす
る。このとき

F ∗(ω ∧ τ) = F ∗ω ∧ F ∗τ.
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証明

任意の p ∈ N およびX1, . . . , Xk ∈ TN に対して

(F ∗(ω ∧ τ))p(X1, . . . , Xk+l)

= (ω ∧ τ)F (p)(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk+l,p))

= (ωF (p) ∧ τF (p))(F∗,p(X1,p), . . . , F∗,p(Xk+l,p))

=
1

(k + l)!

∑
sgn(σ)ωF (p)(F∗,p(Xσ(1),p), . . . , σ(k)) τF (p)(σ(k+1), . . . , σ(k+l))

=
1

(k + l)!

∑
sgn(σ) (F ∗ω)p(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) (F

∗τ)p(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

= ((F ∗ω)p ∧ (F ∗τ)p)(X1, . . . , Xk+l)

= (F ∗ω ∧ F ∗τ)p(X1, . . . , Xk+l).

したがって、F ∗(ω ∧ τ) = F ∗ω ∧ F ∗τ が成り立つ。 �
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n次元多様体M 上の滑らかな微分形式全体のなす線形空間 Ω∗(M)を、Ωk(M)の直和と

定める。

Ω∗(M) =

n⊕
k=0

Ωk(M).

これは、微分形式の楔積および次数を伴って反交換次数付き代数をなす。

I 3.9章
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