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次の写像を与える。

h : R → S1

t 7→ (cos t, sin t)

微分 ḣ(t) = (− sin t, cos t)は 0にならないので、hは沈め込みである。問題 18.8より、滑ら
かな微分形式の引き戻し写像 h∗ : Ω∗(S1) → Ω∗(R)は単射である。したがって、Ω∗(S1)を

Ω∗(R)の部分空間と同一視できる。
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ω = −y dx+ xdyと定める。例 17.16より、この引き戻しは

h∗ω = dt

である。ωは 0にならないので、ωは S1の余接バンドル T ∗S1のフレームである。すなわ

ち、任意の滑らかな 1-形式 ηに対して、ある S1上の滑らか関数 f が存在して η = fωが成

り立つ。この関数 f の引き戻し f̄ = h∗f は R上の関数である。このとき、命題 18.11より

h∗η = (h∗f)(h∗ω)

= f̄ dt

が成り立つ。

4 / 7



18.7 Differential Forms on a
Circle

佐野博亮

目次

円周上の微分形式

円周上の微分形式

命題 18.12

k = 0, 1のとき、引き戻し写像 h∗ : Ω∗(S1) → Ω∗(R)のもとで、S1上の滑らかな k-形式
は、R上の周期 2πの滑らかな k-形式と同一視できる。
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証明 k = 0

f ∈ Ω0(S1)のとき、h : R → S1は周期 2πであるから、引き戻し h∗f = f ◦ hは周期 2π

である。

逆に、f̄ ∈ Ω0(R)を周期 2πとする。任意の p ∈ S1に対し、ある pの近傍 U における局

所微分同相写像 hの滑らかな逆写像の 1つを sとし、U 上の関数 f = f̄ ◦ sを定める。f が

well-definedであることを示すために、s1, s2を共に U 上の hの滑らかな hの逆写像とする。

hの定義より、ある n ∈ Zが存在して s1 = s2 + 2πnが成り立つ。f̄ は周期 2πであるから、

f̄(s1) = f̄(s2)が成り立つ。したがって、f は well-definedである。さらに h−1(U)において

f̄ = f ◦ h = h∗f

が成り立つ。p ∈ S1は任意であるから、S1上のなめらかな関数 f であって、f̄ = h∗f なる

ものが存在する。 �
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証明 k = 1

Ω0(S1) Ω1(S1)

Ω0(R) Ω1(R)

f 7→fω

h∗

f 7→fω

h∗

f̄ 7→f̄ dt

f̄ 7→̄f dt

�
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